Starrer Rotator

Wir haben gezeigt, daß die Rotation des zweiatomigen Moleküls als Rotation einer reduzierten Masse  (  im Abstand  r  behandelt werden kann und dann die Translationsbewegung des Molekülschwerpunktes absepariert ist.
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Die Schrödingergleichung für die potentialfreie Rotation lautet in kartesischen Koordinaten:
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und in Polarkoordinaten:
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Die Lösung der Schrödingergleichung ist einfacher, wenn  r  konstant ist (starrer Rotator). Die Bewegung von  (  hängt dann nur von den Polarwinkeln  (  (Poldistanz) und  (  (Azimut) ab.
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Multiplikation mit  sin2 (  führt zu
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Mit dem Produktansatz
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versuchen wir eine Separation in zwei nur von (  oder  (  abhängige Gleichungen. Nach Einsetzen des Produktansatzes, Division durch ( ( (  und Mutiplikation mit  r2 , gelingt die Separation:
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Für alle Werte von  (  und  (  ist die Gleichung nur erfüllt, wenn die von  (
und  (  abhängigen Gleichungen gleich einer Konstanten  C  (mit entgegen-gesetztem Vorzeichen  C – C = 0 ) sind.

Es folgt dann für die (-abhängige Gleichung, die einen starren Rotator mit raumfester (( unabhängiger) Achse beschreibt,
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Die Lösung ist
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oder nach der Eulerschen Beziehung
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((()  muß nach einer vollen Rotation wieder seinen Anfangswert annehmen
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Dies ist dann erfüllt, wenn
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ist, denn es gilt zum Beispiel
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Wenn  ( = const = (/2  ist, folgt
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mit  
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  als Rotationskonstante.

Es gilt

E = h c B( m2
mit
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B( ( 10 – 2 [cm – 1] .

Die erlaubten Energien der Zustände des starren Rotators mit raumfester Achse steigen also quadratisch mit  m  an. Die Energieniveaus von frei rotierenden Molekülteilen (zum Beispiel einer CH3-Gruppe, die um eine C-C-Achse rotiert) können mit diesem Modell genähert beschrieben werden.

Für den (-abhängigen Teil der Schrödingergleichung gilt
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Nach Division durch  sin2 (  und Multiplikation mit  (  folgt mit

A = 2 ( r2 E / (2
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Zur Lösung dieser Gleichung ist die Substitution

((() = P(cos () = P(x)

mit einem Polynomansatz (Potenzen von  cos ( ) vorteilhaft, wobei wegen

x = cos (  gilt, daß
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ist. Es folgt
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und nach Ableitung
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die assoziierte Legendresche Differentialgleichung.

Nach Multiplikation mit  (1 - x2 )  ergibt sich:
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Gesucht ist  P(x) . Für  x = ( 1  ist  1 – x2 = 0  und die Bedingung

m2 P((1) = 0

muß erfüllt sein.

Der Ansatz
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erfüllt die Bedingung für alle  m , wobei  K ((1) ( 0  sein kann und die Konstante  a  frei wählbar ist.

Einsetzen dieses Ansatzes für P(x) in die Differentialgleichung ergibt mit
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die nach Ableitungen von  K(x)  geordnete Gleichung
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Nach Division durch  (1 - x2 ) a m  folgt:
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+ (A (1 - x2) - m2 + 4 x2 a m – 2 a m (1 - x2) + 4 x2 a m (a m – 1)( K = 0 .

Mit  a = ½  vereinfacht sich die Gleichung nach Division durch  (1 - x2)  zu:
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bzw.
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Ansatz für  K(x) :
Potenzreihe
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Nach Einsetzen in die Differentialgleichung und Ordnen nach Potenzen von  x  folgt:

(k - 1) k ao x k - 2 + k (k + 1) a1 x k - 1
+[- (k – 1) k ao + (k + 1) (k + 2) a2 – 2 (m + 1) k ao + (A – m (m + 1) ao)] xk 

..... + (- (k + n - 1) (k + n) an + (k + n + 1) (k + n + 2) an+2
- 2 (m + 1) (k + n) an + (A – m (m + 1)) an( xk+n + .....  =  0 .

Damit die Gleichung für alle  x  gilt, müssen die Vorfaktoren aller Potenzen von  x  verschwinden. Also gilt:

(k - 1) k a0 = 0

k (k + 1) a1 = 0 .

Danach muß  k = 0  sein, das heißt die Potenzreihe beginnt mit

a0 x0 = a0
und negative Potenzen von  x  sind nicht zugelassen. Der Vorfaktor von  xk  ergibt:

2a2 + (A – m (m + 1)( a0 = 0

und aus dem Vorfaktor von  xk + n  folgt:

(n + 1) (n + 2) an + 2 - ((n - 1) n + 2 (m + 1) n – A + m (m + 1)( an = 0 .

Der Ausdruck in eckigen Klammern wird umformuliert:

n2 – n + 2 m n + 2 n – A + m2 + m

= n (n + m) + (m + 1) m + (m + 1) n - A

= (n + m) (n + m + 1) - A

und es folgt eine Rekursionsformel für die Koeffizienten der Potenzreihe:
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Mit dieser Formel lassen sich die Koeffizienten aller geraden Potenzen von  x, aufbauend auf  a0 , und aller ungeraden Potenzen von  x , aufbauend auf  a1  berechnen. Die Lösung einer Differentialgleichung 2.Ordnung erfordert zwei frei wählbare Konstanten, hier  a0  und  a1 .

Für große  n  ist

an + 2  (n2 / n2) ( an ,

so daß die Reihe für  –1 < x < 1  konvergiert ( xn  wird mit zunehmendem  n  immer kleiner, während  an  sich bei großen  n  kaum mehr ändert). Wenn die Potenzreihe unendlich lang ist, divergiert sie aber für  x = (1 . Eine divergierende Wellenfunktion ist physikalisch nicht sinnvoll, so daß die Reihe bei einem bestimmten Glied  n(  abgebrochen werden muß.

0 = (n( + m) (n( + m + 1) – A

Bei Abbruch zum Beispiel mit einem geraden  n(  bleibt die Reihe der Beiträge ungerader Potenzen noch unendlich. Man setzt dann  a1 = 0 , so daß die Reihe nur aus geraden Potenzen besteht und bei  x = ( 1  endlich bleibt.

Erinnerung:
Wegen  x = cos (  ist nur der Wertebereich  - 1 ( x ( 1 von Interesse.

Da  n(  und  m  ganze Zahlen sind, können wir zusammenfassen:

A = l (l + 1)

mit  l = 0,1,2,3,...  und  l ( m .

Die frei wählbare Konstante  a0  oder  a1  wird nach Konvention so bestimmt, daß
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ist (assoziierte Legendre-Funktion von Grad  l  und Ordnung

m ( 
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Beispiele:

(l = 0(  m = 0 
A = 0
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Die Reihe mit geraden Exponenten

a2 = 0 ( a0

bricht ab. Die Reihe mit ungeraden Exponenten
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bricht nicht ab, so daß  a1 = 0  gesetzt werden muß.

Mit

K(1) = 0 ! / 20 0 ! 0 ! = 1

folgt  a0 = 1 , da  K(1) = a0 ( 10 , und es gilt
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Die Reihe mit den ungeraden Exponenten
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bricht ab. Die Reihe mit geraden Exponenten bricht nicht ab, und wir setzen

a0 = 0 .

Mit

K(1) = 1 (!) / 20 ( 0 (!) 1 (!) = 1

folgt  a1 = 1 , da  K(1) = a1 ( 11  und es gilt
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also
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Die Reihe mit geraden Exponenten
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bricht ab. Die Reihe mit ungeraden Exponenten bricht nicht ab, und wir setzen  a1 = 0 . Mit

K(1) = (1+1) ! / 21 ( 1! 0 ! = 1

folgt  a0 = 1 , da  K(1) = a0 10 = 1  und es gilt
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also
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Die folgenden Beziehungen sind der eigenen Prüfung überlassen.

(l = 2( 
A = 6

m = 0
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Damit sind die Wellenfunktionen des starren Rotators mit raumfreier Achse, das heißt mit nicht festgelegter Rotationsebene, bestimmt. Die Funktionen werden Kugelflächenfunktion  Ylm  genannt:
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mit  N  als Normierungsfaktor.
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Die folgenden Normierungsfaktoren sind Ihrer Prüfung überlassen.
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Die Kugelflächenfunktionen  Ylm  werden in dem MATHCAD-Programm
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hatom.mcd berechnet und graphisch dargestellt.

Die Quadrate der Kugelflächenfunktionen für l=1,m=1 (links),  l=2, m=2 (Mitte) und l=5, m=0 (rechts), die die räumliche Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines Elektrons in einem p -, d - und h – Orbital beschreiben. Die Funktionen sind bezüglich der Rotation um  ( symmetrisch.

Die Energieniveaus  E  des starren Rotators mit freier Rotationsebene sind mit

A = 2 ( r2 E / (2 = l (l+1)
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Ebenso wie die Energie ist auch das Quadrat des Drehimpulsbetrages bei raumfester Achse von  m2  und bei raumfeier Achse von  l (l + 1)  abhängig.

Für die Rotation des Gesamtmoleküls verwenden wir die Rotationsquantenzahl  J . Hierbei muß  l  in den Gleichungen durch  J  ersetzt werden.
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