Präzession von Kreiseln

Ein Kreisel ist ein um freie (nicht mechanisch fixierte) Achsen rotierender starrer Körper.

Ein sich mit der Winkelgeschwindigkeit  (  um eine beliebige Achse durch den Schwerpunkt  S  drehender Kreisel besitzt einen Gesamtdrehimpuls
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oder ausführlicher
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Die Matrix  
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  heißt Trägheitstensor, ihre Diagonalelemente Trägheitsmomente und ihre Außerdiagonalelemente Trägheitsprodukte.

Die Rotationsenergie dieses Körpers beträgt

Erot = ½[ (x2 Ixx + (y2Iyy + (z2Izz ] + (x(yIxy + (x(zIxz + (y(zIyz .

(
Bei beliebiger Drehachse  (  tragen alle Elemente des Trägheitstensors zur Rotationsenergie bei!
Es gibt genau einen Satz orthogonaler, körperfester (mit dem Körper rotierender) Achsen mit Ursprung in  S , der den Trägheitstensor diagonalisiert. Diese Achsen heißen Hauptträgheitsachsen (a, b, c). Die Diagonalelemente von  
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  sind dann die Hauptträgheitsmomente (Ia, Ib, Ic). Per Konvention gilt

Ia  (  Ib  (  Ic
Von allen durch den Schwerpunkt  S  verlaufenden Achsen sind  a  und  c  generell diejenigen mit dem kleinsten bzw. größten Trägheitsmoment. Nur um diese beiden Achsen ist eine stabile Rotation des Körpers möglich, ohne daß sie fest gelagert sind (daher freie Achsen).

Man unterscheidet folgende Kreiselarten:

Molekül-Beispiele

asymmetrische Kreisel

Ia < Ib < Ic

H2O   u.v.a.

symmetrische Kreisel

prolat(verlängert)

Ia < Ib = Ic

PCl5,  CH3Br

oblat
(abgeplattet)

Ia = Ib < Ic

C6H6,  NH3
lineare Kreisel


Ia = 0, Ib = Ic

HCl,  CO2
sphärische oder KugelKreisel
Ia = Ib = Ic

CH4,  SF6
Die Symmetrieachse eines symmetrischen Kreisels (prolat: a-Achse,

oblat: c-Achse ) wird auch als Figurenachse bezeichnet.

Aufgrund von
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und
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weisen Drehimpuls  
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  und Rotationsachse  
[image: image8.wmf]w

r

  in verschiedene Richtungen, es sei denn:

· alle drei Hauptträgheitsmomente sind gleich (Kugelkreisel)

oder

(
zwei Hauptträgheitsmomente sind gleich (symmetrischer Kreisel)

UND Körper rotiert um bel. Schwerpunktsachse ( Figurenachse

oder

· zwei der Komponenten von  (  sind gleich Null, d.h. der Kreisel dreht sich um eine seiner Hauptträgheitsachsen.

Kräftefreier symmetrischer Kreisel; Nutation
Ein Kreisel heißt kräftefrei, wenn kein äußeres Drehmoment  
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  auf ihn wirkt. Das Drehmoment  
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  ist gleich der zeitlichen Änderung des Drehimpulses  
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  im raumfesten Inertialsystem  R , d. h.  
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Wir betrachten zwei Fälle:

i) Drehung um Figurenachse (im folgenden willkürlich mit  c  bezeichnet)

(
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  und  c  fallen zusammen. Der Körper rotiert um eine raumfeste Achse, als ob er fest gelagert wäre.

ii) Drehung um beliebige Achse

folgende Achsen sind dabei zu unterscheiden:

(
raumfeste Drehimpulsachse  
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(
momentane ( nicht raumfeste ) Drehachse  
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(
Figurenachse  c  (nur dann raumfest, wenn mit Drehimpulsachse identisch, s.o.)
Ohne äußeres Drehmoment sind  
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  und  Erot  zeitlich konstant, das heißt folgende Gleichungen werden von den Komponenten des raumfesten Drehimpulsvektors gleichzeitig erfüllt:

Lx2 + Ly2 + Lz2 
=  const1
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Die erste Gleichung stellt eine Kugelgleichung dar, die zweite eine Ellipsoiden-gleichung. Die Spitze von  
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  muß auf den Schnittkreisen von Kugel und Ellipsoid liegen.
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Dies führt zu einer gemeinsamen Bewegung von momentaner Drehachse  (  und Figurenachse  c , der sogenannten Nutation.
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Bei der Nutationsbewegung wandern

(
die Figurenachse  c  auf einem Kegel mit dem Öffnungswinkel  2(  (Nutationskegel)

(
die momentane Drehachse  
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  auf einem Kegel mit dem Öffnungswinkel 2(( - ()  (Rastpolkegel)

um die raumfeste Drehimpulsachse  
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 .

Zur Verdeutlichung der gemeinsamen Bewegung von Figurenachse und momentaner Drehachse auf zwei koaxialen Kegeln mit verschiedener Öffnung nimmt man einen dritten Kegel zu Hilfe (Gangpolkegel).
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Der Rastpolkegel ruht um die raumfeste Achse  
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 , der Gangpolkegel hingegen haftet an der wandernden Figurenachse  c . Im Fall eines oblaten Kreisels rollt der Gangpolkegel so ab, daß der Rastpolkegel immer in dessen Inneren bleibt, während bei einem prolaten Kreisel der Gangpolkegel außen am Rastpolkegel entlang rollt. Die Berührungslinie der beiden Kegel definiert zu jedem Zeitpunkt die Lage der momentanen Drehachse  
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Einfluß eines äußeren Drehmoments; Präzession

Wirkt ein äußeres Drehmoment  
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  auf den Kreisel, so bleibt der Drehimpuls nicht mehr raumfest, sondern ändert seine Richtung und gegebenenfalls seine Größe.

Einfachster Fall:  Rotation um Figurenachse (wieder mit  c  bezeichnet)

(
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  und  
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  fallen mit  c  zusammen, es gibt keine Nutation  ( vgl. oben )

Ein Drehmoment entsteht zum Beispiel dann, wenn der Kreisel nicht im Schwerpunkt unterstützt wird  
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Aufgrund der Schwerkraft wirkt das Drehmoment
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mit  
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  als Vektor vom Auflager zum Schwerpunkt,

       m  als Kreiselmasse und
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  als Erdbeschleunigung.

Ohne Rotation würde der Kreisel bei dieser Art der Aufhängung sofort herunterfallen. Ein rotierender Kreisel dagegen dreht sich um den Aufhänge-punkt, wobei die Neigung der Kreiselachse erhalten bleibt. Diese Bewegung wird als Präzession bezeichnet.

Da  
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 , beeinflußt das Drehmoment nicht die Größe des Drehimpulses. 

Die Richtung von  
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  ändert sich im Zeitintervall  d t  um den Winkel  d ( .
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Drehimpulsrichtung und Figurenachse drehen sich mit der Winkelgeschwin-digkeit  (p  um eine Achse senkrecht zur DL-Ebene.
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Bildet die Kreiselachse  c  einen Winkel  (  mit der Vertikalen, so sind

D   =  m g r  sin(
dL  =  
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(p  =  d ( / d t  =  
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Die Winkelgeschwindigkeit  (p  der Präzession ist unabhängig von der räumlichen Orientierung der Kreiselachse und hängt nur vom Drehimpuls  
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  und dem Drehmoment  
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  ab.

Übersicht Nutation / Präzession bei Rotation um beliebige Achse:
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Drehimpuls-achse  
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raumfest
präzediert mit Winkelgeschwindigkeit  (p  um eine zur Kraftrichtung parallele Achse durch den Auflagepunkt  A

Figuren-achse  c
führt eine Nutationsbe-wegung um die raumfeste Drehimpuls-achse aus
nutiert um präzedierende Drehimpuls-achse;

die Spitze der Figurenachse durchläuft eine komplizierte Bahn, deren genaue Form vom Verhältnis von Nutations- zu Präzessionsfrequenz abhängt.
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