Lösung von Eigenwertgleichungen
Für den Eigenvektor  
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  einer quadratischen Matrix  M  mit Rang M gleich Rang x gilt:


[image: image2.wmf]x

x

M

r

r

l

=


mit  (  als skalarem „Eigenwert“ und  
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  als Spaltenvektor.

Ein zu einer Matrix gehörender Eigenvektor hat also die Eigenschaft, daß er nur seine Länge ändert (um den Faktor (), wenn man ihn mit  M  multipliziert, während die Richtung unverändert bleibt.

Jedes Vielfache eines Eigenvektors ist wieder ein Eigenvektor
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mit demselben Eigenwert (Streckungsfaktor von  
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  bei Multiplikation  mit  M). Oft wird  
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  gewählt (zum Beispiel zur Darstellung einer normierten Wellenfunktion oder allgemein eines normierten Vektors). Ein Eigenvektor definiert also eine Richtung im n-dimensionalen Raum.

Ausgeschrieben gilt
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oder in Kurzform (vgl. Definition der Matrizenmultiplikation)
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Nach Umformung folgt:
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Man kann die 1.Gleichung nach  x1  auflösen, dann die erhaltene Gleichung  

x1 = f (x2 . . . xn)  in die 2.Gleichung einsetzen, dann diese nach  x2  auflösen, dann  x2 = f ( (x3 . . . xn)  in die 3.Gleichung einsetzen, usw. (Gaußsches Eliminationsverfahren).

Beispiel 1:
Lösung eines inhomogenen linearen Gleichungssystems  


[image: image10.wmf]b

x

M

r

r

=

 .


[image: image11.wmf]5

x

5

0

x

x

5

2

x

3

x

8

x

5

0

2

x

x

x

0

5

0

1

5

0

3

8

1

2

3

2

3

2

1

3

2

1

-

=

=

+

=

+

+

-

Þ

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

=

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-


Lösung:
 x2  =  -1
5 (-1) + x3  =  0
(
x3  =  5



-x1 + 8 (-1) + 3 (5)  =  2

(
x1  =  5

Beispiel 2:
Lösung einer Eigenwertgleichung  
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Die Matrix  M  sei reell und symmetrisch.
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(2 - () x1 + x2  =  0

1 x1 + (4 - () x2 + 3 x3  =  0

0 x1 + 3 x2 + (5 - () x3  =  0

______________________

x1  =  - x2 / (2 - ()
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Triviale Lösung:

x3  =  0 
(
x2  =  0 ,  x1  =  0 

Nichttriviale Lösung:
Die Eigenwerte  (  werden so gewählt, daß der Koeffizient von  x3  Null ist:
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- 18 + 9( + 40 - 30( + 5(2 - 5 -  8( + 6(2 - (3 + ( = 0

(
 - (3  + 11(2 - 28( + 17 = 0

Dies ist ein Polynom 3.Ordnung in  (  mit 3 Nullstellen (3 Werte von  ( , für die die Gleichung Null wird). Die numerische Variation der  (i  mit dem Computer ergibt:

(1 = 2,485

- (2,485)3 + 11( (2,485)2 – 28 ( (2,485) + 17  =  0

(2 = 0,898

- (0,898)3 + 11( (0,898)2 – 28 ( (0,898) + 17  =  0

(3 = 7,617

- (7,617)3 + 11( (7,617)2 – 28 ( (7,617) + 17  =  0

Durch Einsetzen in die Eigenwertgleichung erhalten wir die „Eigenvektoren“:
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als den Vektor, der bei Multiplikation mit  M  seine Richtung nicht ändert und seine Länge um 2,485 vergrößert:  
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Für  n  „Basisvektoren“  xi ,  i = 1...n  erhalten wir  n  Gleichungen und  n  Werte von  (i ,  i = 1...n . Zu jedem  (-Wert  gehört ein eigener Vektor  
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In Kurzform lautet das Ergebnis:
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Das Polynom in  (  bekommen wir auch aus der Bedingung
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(charakteristische Gleichung),

das heißt die Eigenwerte lassen sich auch aus der Lösung der Determinate bestimmen. Nur bei dieser Bedingung sind die Reihen einer Matrix linear abhängig voneinander (eine Reihe ist eine Linearkombination der anderen Reihen), was erst die Berechnung der  xi ,  i = 1...n  durch das Eliminations-verfahren ermöglicht.

Erinnerung:
Addition eines Vielfaches einer Zeile zu einer anderen Zeile ändert den Wert der Determinante nicht. Eine Determinante mit zwei gleichen Zeilen hat den Wert Null. Sind also 2 Reihen linear abhängig voneinander, ist der Wert der Determinante Null. Dasselbe gilt für gleiche Spalten.

Lösung der charakteristischen Gleichung der obigen Beispielmatrix:
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(2 - () [(4 - () (5 - () – 9] – 1 (5 - ()  =  0

(2 - () (20 - 5 ( - 4 ( + (2 – 9) – 5 + (  =  0

40 – 10 ( - 8 ( + 2 (2 – 18 – 20 ( + 5 (2 + 4 (2 - (3 + 9 ( - 5 + (  =  0
· - (3 + 11 (2 – 28 ( + 17  =  0

(vgl. Ergebnis nach dem Eliminationsverfahren!).

Die Eigenwerte  (i ,  i = 1...3  und die zugehörigen Eigenvektoren  
[image: image28.wmf](
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  erhalten wir, wie bereits gezeigt.

Diagonalisierung einer Matrix durch ihre Eigenvektoren

Aus den Eigenvektoren von  M  kann eine Matrix  S  gebildet werden, die  M  diagonalisiert
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wobei die k-te Spalte von S  die Elemente von  
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  enthält (Spaltenvektor).

Dann gilt für die Multiplikation von  M  mit  S  
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Wir definieren eine Diagonalmatrix  (  mit den Elementen  (k 
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Dann gilt
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denn in der Summe sind alle Terme mit  j ( k  Null.

Daraus folgt
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also gerade das i,k-te Element der Matrixengleichung

M S  =  S ( .

Wir multiplizieren die Gleichung von links mit  S-1  (das Inverse von  S  soll existieren):

S-1  M S  =  S-1  S (  =  I (  =  ( .

Man sagt, daß die „Ähnlichkeitstransformation“  S  die Matrix  M  diagonalisiert. Wir erhalten die Eigenwerte  (k , indem wir  M  mit einer Matrix  S  der Eigenvektoren von  M  diagonalisieren (als Spaltenvektoren in  S ). Diese Prozedur zur Bestimmung von  (k  wäre wertlos, wenn eine vorherige Kenntnis der  
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  notwendig wäre. Tatsächlich gibt es aber Algorithmen, die durch Multiplizieren von  M  mit geeigneten Matrizen die Nichtdiagonal-Elemente von  M  verkleinern und schließlich auf Null bringen. Die Multiplikation dieser Matrizen führt zu  S , in deren Spalten die Eigenvektoren stehen, während die resultierende Diagonalmatrix die Eigenwerte enthält. Die k-te Spalte von  S ( x ((k)  korreliert mit dem k-ten Diagonalelement von  ( ( (k .

In Mathcad erhält man durch Eigenwerte (M) und Eigenvektor (M, (K) nach einer im Hintergrund laufenden Ähnlichkeitstransformation von  M  die Eigenwerte  (k  und Eigenvektoren  
[image: image36.wmf](
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Projektionsoperatoren und Projektionsmatrixen

Es gilt die Eigenwertgleichung

M xk = (k xk
mit  xk  als Eigenvektor von  M  zum Eigenwert  (k  
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folgt
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und
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In “Bra-ket” – Schreibweise ist
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mit  
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  als “äußeres Produkt”.

Beachten Sie, daß  xk xkT  oder ausgeschrieben
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ein Tensor ist, während  xkT xk  ein Skalarprodukt (eine Zahl) ist.

Die Matrix  M  kann also als Summe der Produkte von Eigenwerten und (aus den Eigenvektoren gebildeten) „äußeren Produkten“, den Projektionsmatrizen, dargestellt werden.

Ebenso kann auch jede Funktion von  M  durch die Projektionsmatrizen und Eigenwerte
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dargestellt werden, zum Beispiel  M-1 ,  exp (M) ,  sin (M) ,  M1/2 .



Schließlich kann auch jeder n-dimensionaler Vektor  
[image: image50.wmf]f

  im Raum von

n  Eigenvektoren dargestellt werden:
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mit  
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  als Entwicklungskoeffizienten von  f  in der Basis  xk , das heißt Projektion von  f  auf  xk .

Matrizendarstellungen von Funktionen und Operationen

Ein  n-dimensionaler Vektor kann also in einem Satz von orthonormalen Eigenvektoren einer Matrix  M  der Dimension  n x n  aufgespannt werden.

Ebenso kann eine Funktion  f(x)  in einem vollständigen Satz von Basisfunktionen  (fk (x)(  entwickelt werden:
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[image: image55.wmf](
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wobei der Spaltenvektor aus den Zahlen  ak  die Darstellung von  f(x)  in der Basis  (fk (x)( genannt wird. Die Basis kann eine unendliche Zahl von Funktionen enthalten.

Auch eine Operatorgleichung der Funktion  f(x) , zum Beispiel
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mit  (  als Konstante (also eine Eigenwertgleichung) kann durch Matrizen ausgedrückt werden:
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Nach Multiplikation mit  fj*(x)  und Integration entlang  x  folgt
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Wenn die Basisfunktion  (fk (x)(  orthonormal sind, folgt
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als Elemente der Matrix  d/dx .
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