Laplace-Operator

Der Laplace – Operator  (  hat in kartesischen Koordinaten (x, y, z) die Form
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Zur Umformung in sphärische Polarkoordinaten (Radius  r , Azimut  ( , Poldistanz  ( ) gelten die Beziehungen (vgl. Abbildung)

x = r ( cos (  sin (
y = r ( sin (  sin (
z = r ( cos ( .
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Ferner gelten die Beziehungen


[image: image3.wmf](

)

J

×

=

+

j

=

+

+

=

tan

z

y

x

tan

x

y

z

y

x

r

2

1

2

2

2

2

2



bzw.


[image: image4.wmf](

)

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

+

=

J

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

j

z

y

x

arctan

y

x

arctan

2

1

2

2


Wendet man den Laplace – Operator auf eine eine Funktion  f  an, die sich sowohl in kartesischen Koordinaten  f (x,y,z)  als auch in sphärischen Polarkoordinaten  f (r,(,()  darstellen läßt, so sind die partiellen zweiten Ableitungen  
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  in sphärischen Polarkoordinaten zu bilden.

Betrachtet man das totale Differential der Funktion  f
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und die partiellen ersten Ableitungen nach x, y oder z oder allgemein nach einer Variablen  u , so erhält man
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Die partiellen Ableitungen  
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  (mit u = x, y oder z)

erhält man wie folgt aus den Beziehungen:
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Damit gilt für die partiellen ersten Ableitungen der Funktion  f
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Um  (f  zu erhalten muß man hieraus die zweiten Ableitungen nach x, y und z in sphärischen Polarkoordinaten ermitteln, das heißt


[image: image21.wmf]u

d

g

u

g

u

r

r

g

u

g

¶

j

×

j

¶

¶

+

¶

J

¶

×

J

¶

¶

+

¶

¶

×

¶

¶

=

¶

¶


mit  
[image: image22.wmf]u

f

g

¶

¶

=

  (u = x, y, oder z).

Schließlich ergibt sich
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Umformung der r-abhängigen, bzw. der 
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-abhängigen Glieder
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Zusammengefaßt ergibt sich schließlich für den Laplaceoperator in Polarkoordinaten
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