Ausführliche Lösung des harmonischen 

Oszillators

Schrödingergleichung:
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mit den Operatoren der kinetischen Energie  
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  und der potentiellen Energie  
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Die Konstanten lauten zusammengefasst:
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wobei  E  dimensionslos ist und  (  die Dimension (Meter( hat.

Die Multiplikation mit  (2  ergibt
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Eine Variablentransformation mit  
[image: image9.wmf]a

=

x

x

  ergibt


[image: image10.wmf]2

2

2

2

2

d

d

x

d

d

x

a

=





[image: image11.wmf](

)

0

d

d

2

2

2

=

Y

x

-

e

+

x

Y

 .

Die asymptotische Lösung für  (2  (( (  lautet:
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Die Lösung (für große  ( , das heißt große  x  gültig) ist
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Wir wählen  A = 1  und  B = 0, damit die Lösung für große  (  gegen Null strebt.

Allgemeine Lösung von  (  für den gesamten Bereich  -(((<(((<(( :
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mit  H(()  als einer noch unbekannten Funktion, die so zu wählten ist, daß  (  die Differentialgleichung des harmonischen Oszillators erfüllt. Wir berechnen zunächst die Ableitungen mit Hilfe der Produktregel.
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Division durch  
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  liefert:
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 EINBETTEN Equation.3  [image: image20.wmf](
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(Potenz)Reihenentwicklung für  H(() 
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Einsetzen und nach gleichen Potenzen von  (  ordnen, liefert
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Die Gleichung ist nur dann für alle Werte von  (  erfüllt, wenn alle Koeffizienten von  (  verschwinden. Hieraus folgt nach Umnumerierung die Gleichung für den Koeffizienten von  (j :

(j + 2) (j + 1) a j + 2 + (( - 1 – 2 j) a j  =  0 ,

Rekursionsformel
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Die Reihe verhält sich für große  j  wie die Mc-Laurin Reihenentwicklung

von  e(2 :
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also geht  ( ( (  für  ( ( (. Es sollte aber  ( ( 0  für  ( ( (  gelten.

Daher wird die Reihe bei endlichem  j  abgebrochen (bei j = v).

Für  j = v  muß  a j+2 = a v+2  Null sein.

2 v + 1 - (  =  0
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Die Rekursionsformel führt zu einem Satz mit ungeraden Indizes a1, a3, a5.... oder geraden Indizes  a0, a2, a4.... , je nachdem, ob  aj  gerade oder ungerade ist. Die willkürliche Wahl des „höchsten“  aj  (i.a. 2v ) führt nach Einsetzen in die Rekursionsformel zu den Koeffizienten.

Zum Beispiel:
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Hermitesche Polynome:

H0 (()  =   1

H1 (()  =   2 (
H2 (()  =   4 (2 - 2

H3 (()  =   8 (3 - 12 (
H4 (()  = 16 (4 - 48 (2 + 12
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