Das Wasserstoffatom

Das Coulombpotential für die Anziehung zwischen Elektron und Proton ist
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so daß die Schrödingergleichung für das Wasserstoffatom
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lautet.  (  ist der Laplaceoperator nach Transformation in Polarkoordinaten. Analog zum starren Rotator kann man versuchen, die Gleichung durch einen Produktansatz für  (  zu separieren.

(((r,(,() = R(r) ( Y((,() = R(r) ( ((() ( ((()(
Nach Einsetzen des Produktansatzes in die Schrödingergleichung ergibt sich:
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Nach Multiplikation mit  r 2  und Division durch  ( = R ( Y  folgt:


[image: image5.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

e

p

+

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

r

4

e

E

r

m

2

r

d

R

d

r

r

d

d

R

1

0

2

2

2

e

2

h



[image: image6.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

j

¶

¶

J

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

J

¶

¶

J

J

¶

¶

J

-

=

2

2

2

Y

sin

1

Y

sin

sin

1

Y

1

.

Die linke Seite hängt nur von dem Abstand  r , die rechte Seite nur von den Winkeln  (  und  (  ab. Die Gleichung kann für alle Werte von  r  und von  

(, (  nur erfüllt sein, wenn beide Seiten gleich einer Konstanten sind. Für

 r    =  konstant

V   =  0

me  (  me ( M / me + M = (
mit  M  als Masse des Protons entspricht die Gleichung völlig der des freien, starren Rotators, so daß wir mit der Separationskonstante

A = 2 me r 2 E /
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die Lösung des winkelabhängigen Teils direkt angeben können:


[image: image8.wmf](

)

j

J

=

m

i

m

l

m

l

e

cos

P

Y


mit  l = 0, 1, 2 ..... ,  l ( m ,  m = 0, ( 1, ( 2 .....  und  A = l (l + 1)  

(vgl. Kapitel “Starrer Rotator”).

Die radiale Schrödingergleichung

Bei der Rotation eines Elektrons um einen Atomkern ist  r  nicht konstant

und wir erhalten:
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und nach Differentiation:
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Bei Einsetzen von  A = l (l + 1)  und Division durch  r 2  folgt:
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Ähnlich wie beim starren Rotator und harmonischen Oszillator wählen wir für die Lösung der Differentialgleichung das Produkt aus einem Polynom und der Lösung für große Werte der Variablen (asymptotische Lösung).

Mit den Abkürzungen


[image: image12.wmf]a

=

2

e

E

m

h




[image: image13.wmf]b

=

e

p

2

0

2

e

4

e

m

h


folgt
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Mit der Substitution
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ergibt sich für die Ableitungen:

1)
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Einsetzen in die Differentialgleichung liefert:
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Multiplikation mit  r :
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Für  r ( (  verschwinden die Terme  
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 . Dadurch reduziert sich die obige Differentialgleichung zu:
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Eine Lösung dieser Differentialgleichung ist
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Für die vollständige Differentialgleichung
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wird die Funktion  u(r)  erweitert zu
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Einsetzen:
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Der Ansatz zur Lösung der Differentialgleichung ist:
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Dann ist
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und


[image: image37.wmf](

)

(

)

å

¥

=

-

+

+

+

+

=

0

i

1

l

i

i

2

2

r

l

i

1

l

i

c

r

d

f

d

 .

Die zweite Ableitung beginnt bei  i = 1 , da für  i = 0  und dem niedrigsten möglichen Wert von  l = l (l = 0)  in der Potenzreihe ein Glied der Form  1/r  erschiene. In diesem Fall hat die zweite Ableitung an der Stelle  r = 0  den Wert „unendlich”. Dies verletzt die Axiome der Quantenmechanik, die besagen, daß eine Wellenfunktion bzw. ihre Ableitung im gesamten Definitionsbereich beschränkt sein müssen. Zur Vereinheitlichung von  f ,  
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  wird die zweite Ableitung umnumeriert.
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Einsetzten der Funktion  f  und ihre Ableitungen in die Differentialgleichung liefert:
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Die Umnumerierung hat also dazu geführt, daß alle Glieder der ursprünglichen Differentialgleichung durch Faktoren von  r i + l  ausgedrückt werden können. Damit erklärt sich auch nachträglich, warum die Potenzreihe der Funktion  f(r)  den Vorfaktor  r l + 1  erhielt.

Da die Anzahl der Reihenglieder zunächst umbestimmt ist, muß die obige Reihe für alle Werte von  i  gelten; also für  i =0  und ebenso für  1 ( ( . Dies hat zur Folge, daß alle Koeffizienten der Reihenglieder jeweils den Wert Null annehmen müssen. Es gilt also für ein beliebiges  i :
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Dies liefert die Rekursionsformel:
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Da die Wellenfunktion  R(r)  für alle  r , also auch für  r ( (  , einen endlichen Wert annehmen muß, muß die obige Reihe nach irgendeinem Glied abbrechen. Dies bedeutet, daß ab einem Reihenglied die Koeffizienten  ci  gleich null sind.

Nimmt man an, daß der Koeffizient  ci*  noch von null verschieden ist, dann ist  ci*  gleich null. Dies bedeutet
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bzw.
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also
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i* + l + 1  ist eine natürliche Zahl, die gleich  n  gesetzt wird.

Aus  ( = (/n  folgt für die Energiewerte  En :
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Außerdem sieht man aus dem Ansatz

n = i* + l + 1

und der Tatsache, daß  i*  von 1 bis ( läuft, daß

n ( l + 1

ist.

Letztere Ungleichung kann man sich auch physikalisch plausibel machen. Die Herleitung obiger Energie als Funktion der Quantenzahl  n  verlangte, daß der Nenner aus der Rekursionsformel ungleich null ist.

(i* + l + 2)  (i* + l + 1)  -  l (l + 1)  (  0

Mit der Subtraktion  i* + l + 1 = n  ergibt sich:

(n + 1) n  -  l (l + 1)  (  0 .

Das Vorzeichen der Energie  En  bestimmt, daß

(n + 1) n  -  l (l + 1)  >  0     also     n  >  l

ist. Bei umgekehrtem Vorzeichen, also  n < l , ergäbe sich
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Dies entspräche einem nicht-gebundenen Zustand.

Damit gilt wiederum  n ( l + 1 .

Mit Hilfe der obigen Rekursionsformel für die Koeffizienten der Reihen-entwicklung der Funktion  f(r)  sowie unter Einbeziehung der vorherigen Substitutionen kann jetzt die Radialwellenfunktion  R(r)  aufgestellt werden.
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Beispiel:
n = 2, l = 0



zu bestimmen:  R2,0
Da  n = i* + l + 1  ist, ist  i* = 1 ; das heißt:  c i* + 1 = c 2 = 0 .
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Das ergibt die Wellenfunktion  R2,0  zu
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