Grundlagen der Quantenmechanik

Operatoren



Die „Herleitung“ der Schrödingergleichung aus der Wellengleichung zeigte
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mit  p  als Impuls,  (  als Wellenamplitude und  
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  als Operator („Rechenvorschrift“).

Beispiele für Operatoren:
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Es soll nach  x  differenziert werden:
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Es soll die Quadratwurzel gezogen werden:
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Ein Operator heißt linear, wenn für alle konstanten  c1  und  c2  gilt:
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Zum Beispiel ist
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kein linearer Operator
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Ein linearer Operator ist
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Im Fall zweier Operatoren gilt das Assoziativgesetz:
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Operatoren sind vertauschbar (das heißt sie kommutieren), wenn gilt
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das heißt:
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Zum Beispiel gilt für die Operatoren:
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und
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„Multiplikation mit x“
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  sind nicht vertauschbar!

Eigenwertgleichungen


(Â f  =  A · f(
mit  f  als Eigenfunktion und  A  als Eigenwert (Konstante).

Zum Beispiel:
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dann ist
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die Eigenwertgleichung.

Wäre  F(x) = sin (( x)  eine zugehörige Eigenfunktion?


[image: image26.wmf](

)

f

x

a

sin

)

x

(

cos

x

)

x

(

sin

x

f

A

ˆ

2

2

2

2

a

-

=

a

-

=

a

×

a

¶

¶

=

a

¶

¶

=


Also ist  f(x) = sin ((x)  eine Eigenfunktion des Operators  Â  und  A = -(2  der zugehörige Eigenwert.

Ebenso ist

f(x) = cos ((x)

eine Eigenfunktion mit demselben Eigenwert: Entartung. Man spricht von 

n-facher Entartung, wenn zu einem Eigenwert eines Operators  n  linear unabhängige Eigenfunktionen gehören.

f(x) = eax  wäre eine Eigenfunktion mit einem anderen Eigenwert  ( A = + (2 ).

Observable

Dies sind alle Eigenschaften eines Systems, die im Prinzip einer genauen Messung zugänglich sind.

In der klassischen Physik sind alle Eigenschaften eines Systems im Prinzip meßbar, während nach der Heisenbergschen Unschärferelation zum Beispiel der Impuls, den ein Teilchen an einem bestimmten Ort besitzt, prinzipiell nicht genau meßbar und damit keine Observable ist.

Der Konfigurationsraum



Jede ortsabhängige Eigenschaft eines Teilchens ist eine Funktion  f  von drei Ortskoordinaten:
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zum Beispiel:

x, y, z

r, (, (... .

Entsprechend gilt für ein System aus  N  Teilchen

f = f (q1, q2, . . . . . q3N)

(   3N-dimensionaler Konfigurationsraum.
Man kann über diesen Raum integrieren
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mit  
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Bei nichtstationären, dynamischen Systemen tritt neben  q1 . . . q3N  als zusätzliche Variable die Zeit  t  auf.

Die Postulate der Quantenmechanik
(I.(   Jeder Zustand eines dynamischen Systemes von  N  Teilchen wird durch eine (komplexe) Wellenfunktion

( = ( (q1 . . . q3N, t)

völlig beschrieben.

Die Größe  (* · (d(  ist nach Max Born die Wahrscheinlichkeit, daß Teilchen  1  zur Zeit  t  Koordinaten mit einem Wert zwischen  q1  und  q1 + dq1 ,  q2  und  q2 + dq2 , q3  und  q3 + dq3 (Wahrscheinlichkeit, es bei diesen Ortskoordinaten „anzutreffen“) hat.  (  muß stetig, eindeutig und zweifach integrierbar sein. Da die Gesamtwahrscheinlichkeit, daß Teilchen irgendwo im Raum anzutreffen, eins ist, muß gelten:


[image: image32.wmf]1

d

alle

*

=

t

Y

Y

ò

t

 ,

wobei  
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 reell und positiv ist (* bedeutet „komplex konjugiert“).

(a + i b) (a + i b)*  =  (a + i b) (a – i b)  =  a2 + b2
Man spricht von  (  als normierter Wellenfunktion. Eine Normierung der Wellenfunktion kann immer durch Division durch eine (Normierungskonstante( erreicht werden.

(II.(


Observable     (     hermitescher Operator


Man erhält den zu einer physikalischen Größe zugehörigen hermiteschen Operator, indem man zuerst die klassische Größe durch Zeit, Impuls und Ort ausdrückt und dann transformiert.
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zum Beispiel:
Gesamtenergie  E = T + V
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mit  
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  als  (2  (Laplaceoperator).

Wenn  V  eine reine Ortsfunktion ist, gilt  
[image: image42.wmf]V

V

ˆ

=

 .

(   Hamiltonoperator
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Ein Operator ist hermitesch, wenn für beliebige Funktionen  f  gilt:
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(III.(   Die Eigenwerte hermitescher Operatoren sind reell.
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mit  
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Hierbei bedeutet  
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A* = A  gilt nur für reelle Eigenwerte!

Die Eigenzustände von verschiedenen Eigenwerten hermitescher Operatoren sind orthogonal:



f1 ( f2
und
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Analog folgt
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Es gilt
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da  Â  ein hermitescher Operator ist.

Da nach Annahme  (A1-A2*) ( 0  ist, folgt

(f2*f1d( = 0 .

(IV.(   Für



Â( = A (
ist der zur Eigenfunktion  (  gehörende Eigenwert  A  der reproduzierbare, scharfe Meßwert der zu  Â  korrespondierenden physikalischen Größe.

Â  sei zum Beispiel der zum linearen Impuls gehörige Operator. Man sucht dann ein Funktion  ( , die nach Anwendung des Operators  Â  (sich selber( mal eine Konstante ergibt. Diese Konstante ist dann der Impulsmeßwert, wenn sich das System im Zustand  (  befindet.

(V.(   ( soll keine Eigenfunktion von  Â  sein. Dann existiert auch kein scharfer Meßwert  A, sondern man erhält eine Verteilung der Meßergebnisse ((Unschärfe() mit dem Mittelwert (oder (Erwartungswert().
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Wenn das System nicht in einem Eigenzustand des Operators  Â  ist, kann man trotzdem immer seine Wellenfunktion  (  als Linearkombination von Eigenfunktionen  (n  des Operators  Â  ausdrücken:


[image: image61.wmf]å

F

=

Y

n

n

n

C


Dann ist
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mit  (
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Jede Messung von  Â  ergibt dann ein verschiedenes Ergebnis  An  (Eigenwert von  Â ) mit einer Wichtung im Mittelwert  
[image: image68.wmf]A
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(VI.(   Die Wellenfunktion  ((q, t)  ist eine Lösung der (zeitabhängigen( Schrödingergleichung.
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Wenn  

  nicht explizit von der Zeit abhängt (zum Beispiel  V  eine reine Ortsfunktion ist), ist die Schrödingergleichung separierbar.

((q,t) = ( (q) f(t)
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Die linke Seite ist unabhängig von der Zeit, die rechte Seite unabhängig vom Ort. Die Gleichung kann danach nur erfüllt sein, wenn sowohl die linke wie rechte Seite unabhängig von Zeit und Ort sind   (   das heißt konstant sind.

(   “Separationskonstante“: E
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ist die zeitunabhängige (ortsabhängige) Schrödingergleichung und
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die zeitabhängige (ortsabhängige) Schrödingergleichung.

Vertauschungsrelationen



Wenn zwei quantenmechanische Operatoren  Â  und  
[image: image76.wmf]B
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  vertauschbar sind, dann besitzen sie einen gemeinsamen Satz von Eigenfunktionen und die zugehörigen physikalischen Größen sind gleichzeitig scharf meßbar.

Beweis:

Es gelte

Â f  =  A f .

Da  Â  und  
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  vertauschbar sind, gilt

Â (
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(Â f )  =  
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A f  =  A (
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Außer  f   ist also auch  
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 f  eine Eigenfunktion von  Â . Da es zu jedem  A  nur eine Eigenfunktion  f  gibt, stimmt  
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f  bis auf eine multiplikative Konstante mit  f  überein:
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Die Eigenfunktionen von Â sind auch Eigenfunktionen von  
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  (gilt auch bei Entartung).

Konstante der Bewegung



Wie ändert sich der Erwartungswert der  Â  zugeordneten Eigenschaft mit der Zeit?
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mit  ( (* / ( t  =  
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Wenn  Â  mit  
[image: image93.wmf]H
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  kommutiert, dann ändert sich sein Erwartungswert nicht mit der Zeit. Die  Â  entsprechende Observable ist eine Konstante der Bewegung:
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Beispiel: Ist der lineare Impuls eine Konstante der Bewegung?
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das heißt, der Impuls ist nur dann eine Konstante der Bewegung, wenn  
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  ist, das heißt klassisch betrachtet in Abwesenheit einer Kraft 

(Newtons 1.Gesetz).

Wirkt eine Kraft, so ändert sich Impuls bzw. Geschwindigkeit mit der Zeit
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mit  
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  als Kraft. (Newtons 2.Gesetz)

Viele physikalischen Eigenschaften einer Größe kann man aus den mathematischen Eigenschaften der zugehörigen Operatoren ableiten.

Matrizen in der Quantenmechanik



Physikalische Größen können außer durch Operatoren auch durch Matrizen dargestellt werden. Eine Matrix ist eine Anordnung von Zahlen, zum Beispiel:

M
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mit 
M11 = 1
M21 = 3

M12 = 2
M22 = 4.

(   Diagonale Matrix
M = 
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   (   (M)ij = Mij(ij
(   Summe


S = M + N

Sij  =  Mij  +  Nij
zum Beispiel:
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(   Produkt   P = M · N

Pij = (k Mik Nkj
zum Beispiel:
N ( M
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Matrizenmultiplikation ist im allgemeinen nicht vertauschbar.

M ( N  (  N ( M

Mit  M ( N  als  
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Heisenberg hat nun nach Matrizen gesucht, die dieselben Vertauschungs-relationen wie die Operatoren erfüllen, zum Beispiel  x p – p x  =  i
[image: image108.wmf]h

 .

Diese Matrizen sind dann Darstellungen von Ort und Impuls.

(   Matrizendarstellung der Quantenmechanik
Ansatz:
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mit  (n  als orthonormiertem Satz von Funktionen.
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(*m (n d (  =  E Cm

mit
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(m* (n d (  =  (mn ,

da  (m  und  (n  Eigenfunktionen eines hermiteschen Operators seien.

In Matrizenschreibweise


[image: image114.wmf]å

n

Hmn Cn  =  E Cm
mit  Hmn  als die Integrale  ((*m 

 (n d (  (Zahlenwerte), die Elemente einer

Matrix H sind.

Wenn man eine Linearkombination der „Basisfunktionen“  
[image: image115.wmf]{

}

i

F

  findet, für die alle Nichtdiagonalelemente von  H  Null sind, gilt

H´mm Cm  =  E Cm
und der gesuchte Eigenwert  E  ist einfach das Diagonalmatrixelement des Hamiltonian.

Lösung der Schrödingergleichung   (   Diagonalisierung der Hamiltonmatrix (analytisch oder durch numerische Techniken mit dem Computer).
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