Der Drehimpuls

Der Drehimpuls  l  ist ein Vektor, der senkrecht auf der Rotationsebene steht.
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mit 
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 als Ortsvektor und 
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 als Impulsvektor des rotierenden Teilchens in der Rotationsebene.

Die Rotationsrichtung ist durch die Rechte-Hand-Regel (Rechtsschraube) gegeben: 
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 ordnet man in dieser Reihenfolge dem Mittelfinger, Zeigefinger und Daumen der rechten Hand zu. In Richtung von 
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 gesehen zeigt 
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 also in Uhrzeigersinn.

Wir berechnen das Vektorprodukt
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und erhalten für die Komponenten des Drehimpulses die Beziehungen

lx = ry pz – rz py
ly = rz px – rx pz
  lz = rx py – ry px .

Bei der (Ableitung( der Schrödingergleichung aus der Wellengleichung haben wir gelernt, daß der klassische Impuls  px  durch den entsprechenden Operator 
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 (analog für die y- und z-Komponenten) ersetzt werden muß. Wir erhalten damit
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und nach Umwandlung in Polarkoordinaten
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folgt:
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Führen Sie zum Beweis die Differentiationen aus!

Bei der Addition können wir sehr einfach zusammenfassen

cos 2 ( + sin 2 (  =  1

und kürzen


[image: image25.wmf](

)

ú

û

ù

ê

ë

é

J

¶

¶

J

+

j

¶

¶

+

J

+

J

¶

¶

-

=

cot

1

cot

l

2

2

2

2

2

2

2

h

r


bzw. mit  cot ( = cos ( / sin ( 
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und zuletzt (bitte nachprüfen durch Rückdifferenzieren!)
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Der Klammerausdruck ist der winkelabhängige Teil des Laplaceoperators in Polarkoordinaten und der Vergleich mit der Schrödingergleichung für den starren Rotator mit raumfreier Achse zeigt, daß
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dem Ausdruck
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entspricht. Im Fortgeschrittenenkapitel (Starrer Rotator( haben wir gesehen, daß

A = l(l+1)

mit  l = 0,1,2,3,...  quantisiert ist, so daß gilt
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mit 
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Die Quantenzahl  l  wird als Bahndrehimpulsquantenzahl bezeichnet.

Der Drehimpuls mit raumfester Achse (zum Beispiel die z-Achse) ist einzig durch die Komponente auf diese Achse bestimmt. Es gilt:
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Es folgt mit  ( = ( / 2  nach dem obigen Ausdruck für  
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  in Polarkoordinaten:
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Der Vergleich mit dem (-abhängigen Teil der Schrödingergleichung zeigt, daß
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und damit


[image: image36.wmf]2

2

2

z

m

l

h

r

=


ist, wobei  m = 0, (1, (2 ...  und  l ( m  ist, da  m  nur die Quantenzahl für eine Komponente des Drehimpulses ist.

Die Zustände mit positivem und negativem  m  haben jeweils entgegengesetzte Richtung der Drehimpulsvektoren und damit des Umlaufsinns.

Ihre Energie ist nach
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vom Vorzeichen von  m  unabhängig.

Die Quantenzahl  m  wird als magnetische Quantenzahl bezeichnet, weil Rotation um eine raumfeste Achse durch ein Magnetfeld erzwungen werden kann, wie im folgenden diskutiert wird.

Bahndrehimpuls und magnetisches Moment

Wenn man um einen stromdurchflossenen Draht eine Kompaßnadel herumführt, wird sie tangential zur Drahtumdrehung abgelenkt.
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Der elektrische Strom erzeugt ein eigenes Magnetfeld mit einem magnetischen Dipolmoment  
[image: image40.wmf]m
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 , das mit dem Strom  I  und der Fläche  A , die vom Stromweg eingeschlossen wird, ansteigt. Es gilt
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wobei  
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  senkrecht auf der Fläche des Stromweges steht und in seine Richtung gesehen (Süd ( Nord wie 
[image: image43.wmf]m
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- Richtung) die technische Stromrichtung (+(-) im Uhrzeigersinn fließt, vgl. Abbildung.

Ein den Atomkern umkreisendes Elektron ist ein elektrischer Kreisstrom

I = - e ( v / 2 ( r

mit  e  als absoluter Betrag der Elektronenladung und  v/2(r  als Anzahl der vollen Umläufe pro Sekunde, wenn  v  die Elektronengeschwindigkeit und  r  der Bahnradius ist. Das magnetische Moment lautet dann
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Anstelle von ( wird in der Literatur manchmal p für das magnetische Dipolmoment verwendet, um Verwechslungen mit dem elektrischen Dipolmoment  auszuschließen.

Der Drehimpuls des umlaufenden Elektrons ist klassisch
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Daraus folgt
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mit  
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  antiparallel zu  
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Da der Drehimpuls gequantelt ist, ist der magnetische Dipol bei Rotation um eine raumfreie Achse
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und bei Rotation um eine raumfeste (z-)Achse
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Der Index  l  bei der Quantenzahl  m  und der Index  e  bei der Masse  m  des Elektrons soll Verwechslungen verhindern.

Das Verhältnis von magnetischen Moment zu Drehimpuls nennt man das gyromagnetische Verhältnis.

( = - e / 2 me
Das magnetische Moment wird oft in Vielfachen des Bohrschen Magneton
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angegeben.

Wenn man nun zum Beispiel ein Wasserstoffatom einem äußeren magnetischen Feld der Stärke B aussetzt, dann übt das Feld eine Kraft (Drehmoment) auf ein schräg zum Feld liegendes magnetisches Moment  
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  des kreisenden Elektrons aus, und  
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  bzw.  
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  präzessieren um die Richtung des äußeren Magnetfeldes (z-Richtung).

� EINBETTEN Equation.3  ���
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