9.
Das Wasserstoffatom

Wir betrachten eine Elektron der Masse  me , das um einen Atomkern der Masse  M  kreist. Wiederum läßt sich die Anzahl der Variablen bei der Lösung der Schrödingergleichung reduzieren, wenn man äquivalent die Rotation einer reduzierten Masse  ( = me M / me + M ( ( me )  um den Schwerpunkt von  me  und  M  (liegt nahe  M ) berechnet. Wir erreichen dann eine Reduktion von 6 Koordinaten auf 3 Koordinaten, zum Beispiel auf die Polarkoordinaten  r,(,(  des Teilchens  (  mit dem Schwerpunkt als Koordinatenursprung.



[image: image2.png]




[image: image3.wmf](

)

r

V

2

H

ˆ

2

2

+

Ñ

m

-

=

h



[image: image4.wmf]Y

=

Y

E

H

ˆ


mit


[image: image5.wmf](

)

r

4

e

Z

r

V

0

2

e

p

-

=


Coulombsche Anziehung
und  (  als Laplaceoperator.

Wiederum existieren nur für bestimmte Energien  E  Lösungen der Eigenwertgleichung von Schrödinger.
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  vgl. Bohrsches Atommodell
n  = 1,2,3.....

l   = 0,1,2,3.....n-1

m = -l.....+l

 n  =
(Hauptquantenzahl(
(die Energie  En  des Wasserstoffatoms hängt nur von  n  ab)

 l   =
(Bahndrehimpulsquantenzahl(
(bestimmt Form der Wellenfunktion:  l = 0   (   s- Zustände,

l = 1   (   p- Zustände, usw.)

m  =
(magnetische Quantenzahl(
(Im Magnetfeld hängt die Energie des Wasserstoffatoms auch

von  m  ab.)

Zu jedem Energieeigenwert  n  gehören  n  verschiedene Wellenfunktionen mit verschiedenen Quantenzahlen  l , die jeweils bezüglich  m  noch (2 l + 1)- fach entartet sind. 

Die Ableitung der Energie und der Wellenfunktion des Wasserstoffatoms ist eine interessante Übung für den näher interessierten Leser.



Wellenfunktionen des Wasserstoffatom



Die Wahrscheinlichkeit, ein Elektron in einem Volumenelement  d (  zu finden, ist
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a 0  =  Bohrscher Radius
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Die Wahrscheinlichkeit  W(r) d r  , das Elektron auf einer Kugelschale zwischen r  und  r + d r  zu finden, ist:
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 = 1 , da  (  und  (  (Lösungen des winkelabhängigen Teils der Schrödingergleichung) normiert sind.

Beispiel:
Wasserstoffatom  (Z = 1)  tiefste Schale, also  n = 1 :
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mit  n=1, l=0 .
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Der Radius  r* , bei dem die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons maximal ist, folgt aus:
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Bohrscher Radius.

[image: image24.png]W(r)




Die Funktionen  R(r)  mit höheren  n ,  l  sind kompliziert: Knoten



Knotenzahl  n – l - 1

z. B.:
n =  1, l =  0

Knotenzahl 0

n =  2, l =  0

Knotenzahl 1
n =  3, l =  0

Knotenzahl 2
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Winkelanteil  Wl m ((,() 

Nach Integration über alle Abstände  r :
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ist, folgt, daß  Wl m  von  (  unabhängig ist, das heißt die Aufenthaltswahr-scheinlichkeitdichten sind rotationssymmetrisch bezüglich der z-Achse!

Beispiel:

l = 1

m = 0

n = 2
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mit l = 1, m = 0

cos2     0(
=   1

cos2   45(
=   0,5

cos2   90(
=   0

cos2 180(
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Winkelabhängige Aufenthaltswahrscheinlichkeit
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· rotationssymmetrisch bezüglich Drehung um z-Achse!

· Radialanteil mitdenken! 

Diskutieren Sie mit dem Mathcad-Programm „hatom.mcd“ die n- und l- Abhängigkeit der radialen und azimuthalen Elektronendichteverteilungen und lösen Sie die im Programm gestellten Aufgaben.

Zeigen Sie, daß die radiale Elektronendichteverteilung bei gleichem n mit zunehmendem l weiter vom Atomkern entfernt liegt. Diskutieren Sie qualitativ die Möglichkeit einer l-Abhängigkeit der Stabilität hoher atomarer Rydbergzustände bezüglich Autoionisation bei Anregung des Atomkerns.



Die Wellenfunktionen des Wasserstoffatoms sind nicht reell (wegen des Anteils (m ( e i m ( ). Zur graphischen Darstellung werden die reellen Linearkombinati-onen der entarteten Funktionen ausgewählt:

zum Beispiel:
p-Zustand ( l = 1)  mit  m = (1 :
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Darstellung eines px-Orbitals in den Lehrbüchern

der organischen und anorganischen Chemie



Dies läßt sich auch für die  p y -  und  p z -  Orbitale durchführen

( 1,+1  ~  sin ( e i (
( 1,-1  ~  sin ( e –i (
( 1, 0  ~  cos ( .

wenn wir uns an die Transformation der kartesischen Koordinaten in Polarkoordinaten erinnern:
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Das ergibt einschließlich Normierung:
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Aus der Bedingung der Normierung folgt mit  A *T  als adjungierter Matrix:
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Zusammenfassung:

· Die Schrödingergleichung für das Wasserstoffatom hängt von den drei Raumkoordinaten des Elektrons um den stationären Atomkern ab.

· Die Energieeigenwerte hängen wie beim Bohrschen Atommodell von der Kernladung und den Massen von Elektron und Kern sowie von der Hauptquantenzahl ab.

· Die Wellenfunktionen sind eine Funktion dreier Quantenzahlen.

· Das Quadrat der Wellenfunktion gibt die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons um den Atomkern an.
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