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Komplexe Zahlen

Kartesische Form Polarform Exponentialform
z=a+ib z= r[cos(go) +i- sin(go)] z=r-v
Umrechnungen: Im ,
3 .
, z=a+bi=rel?
Kartesisch in Polarform Polar- in kartesische Form
by 1 41 r
r:|z| =~a’+b’
a=Re(z)=r-cos(p) , , . v . .
@ =arg(z) = arccos(g ,b>0 b=1Im(z) =r-sin(p) AL S . 2 JRe
r =14 a3
@ =arg(z) = —arccos(gj,b <0 21
r
C 31
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Eulersche Identitat

Gleichheit von Polar- und Exponentialform

r-e'? = -(cos(g0)+i sin((o))

Benotigt werden folgende Reihenentwicklungen

3 5 k 2k+1
s1n(x):x——+x——— z( D" x
33! 2k +1)!
2 4 6 k 2k
cos(x)zl—x—+x——x— .:z( D) x
21 4 ol i (2k)!
2.2 3.3 ) k _k
ot YA ax :zax
o2 3! oo k!



Institut fur Physikalische Chemie I

HEINRICH HEINE
_ s : UNIVERSITAT
Arbeitsgruppe fur Flissigphasen-Laserspektroskopie Prof. Dr. Bettermann DUISSELDORF

o4 “x? n a’x’ _ z a‘x"  Reihenentwicklung einer Exponentialfunktion mit
o2 33T =k Koeffizienten im Exponenten
- ix i°x xR %% xS i*x* . . i S
e’ =1+—- + + = Einsetzen der imagindren Einheit i
2 3! 4! 5! 6! 7! 8! im0 k!
; ix (=Dx* (=Dix> Dx* i’ (Dx® (Dix” (+1)xP =, it e .
e’x:1+—+( ) +( ) +( ) +—+( ) +( ) +( ) :Z— Ausmultiplizieren von i
1! 2! 3! 4! 5! 6! 7! 8! im0 k!
by X X i X X i’ x* i )c_8 R ikxk Reihenentwicklung der Exponential-
! 2'\ 3! 4\ stoel 7!

form einer komplexen Zahl

3 5 7
X

i-sin(x) = x_x_ XX i k 2k \

0 _l)kx2k
. cos(x)—l—— - :Z
38 T = 2k +1)! 4! iw (2!
Alle ungeraden Elemente gehoren zur Reihenentwicklung des Sinus, alle geraden Elemente zu der des Kosinus

also ist die Entwicklung der komplexen Exponentialfunktion die Summe aus den Entwicklungen der Sinus- und Kosinus-
funktion. Daraus folgt:

ix

r-e" =r- [cos(x) + isin(x)]
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Aus der Eulerschen Identitét ergibt sich folgende Periodizitit in der Darstellung komplexer Zahlen

z=r-€* =r-[cos(p) +isin(p)] S —— Y,
. /
z=r-¥ =p. [cos(27z +@)+isin(2z + qo)] }“i \ f
Y
Wieviele und welche Losungen gibt es fiir die 4. Wurzel aus eins? LY ;’

F)
lem s 1"
A AR,

Darstellung des Problems in komplexer Schreibweise: \ &r’ /

1V :[ei-Zﬂ-n]]/4 /\/

wegen a'l'%l'l'z'l'%'llzn
i2zn

cos(2r-n)+isin(2r-n)=1+0=e
Dasselbe Ergebnis wie fiir n=0. Ab hier wiederholen sich die Ergebnisse.

i‘zf'" 0 Nach dem Fundamentalsatz der Algebra hat eine Wurzel genau so viele
n=0: e * =e =1 Losungen wie ihr ganzzahliger Wurzelexponent angibt.

i-27n 27 P T
n=1l: e * =e * :COS[Ej+iSin(Ej =0+i=1i

Losungen: 1,1, -1, -1

i2mn i2m2

N=20 o4 —¢ 4 =cos(r)+isin(r)=—-1+0=—1
i27n 273 A i Losungstabelle
=3- 4 _, 4 — P liicnl 22 20— = —;
ne —€ - COS( 2 )+ ! Sln( 2 j =0-i=-i Vielfache von 2n
0 1/4 2/4 3/4
4 i27zn 274 isin(x) 0 0 -1
n=4: T: T: 27)+isin(2 =1+0=1 cos(x) 1 0 -1 0
¢ ¢ COS( 7[) 'S ( ﬂ-) 0 Ergebnisse: 1 i -1 -i
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Beispiel: 6. Wurzel aus 1

Vielfache von 2n

0 1/6 2/6 3/6 4/6 5/6
isin(x) 0,00 0,87 0,87 0,00 -0,87 -0,87
cos(x) 1,00 0,50 -0,50 -1,00 -0,50 0,50
Ergebnisse: 1 0,5+0,87i -0,5+0,87i -1 -0,5-0,87i 0,5-0,87i
1 T T T I T I T
038 o = c-_:s T Vi
0,6
y A\ /
- AN /
L1 [ ]
0 [ | L {
-0,2 El "II'
%
N/ /
\ 7

-0,6 \ &
_0:51; - 2 I /\/ |

15 -1 0,5 0 0,5 1 15 o
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Prof. Dr. Bettermann

HEINRICH

rd

HEINE

UNIVERSITAT
DUSSELDORF

1] 1/8 28 3/8 48 53 B3 g
isinlx) 1] 0,71 1 0,71 1] -0,71 -1 -0,71
cos(x) 1 0,71 0 0,71 -1 -0,71 1] 0.1
Ergebnisse 1 0,711+0,71i i 0,71+0,710 1 £6,7140,71i - 0,7110,71i
1,5 L L S L L
sim x ———
1 - cos x —— §
[ [ }‘g‘ \ ;
0,5
AN /
1 ¥
L1 [ ]
0 ] [ | L! /
\i F;
' .l'
0,5 v
] ] 'i.‘ ‘\ ;; /
1 | \ & /
-15 I I 1 /l\ljl
45 1 05 0 05 1 15 5 = = F= 2
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Logarithmus einer komplexen Zahl

In(z) =In(r-e'*)

In(z) =In(r)+ia Hauptwert des Logarithmus

Aufgrund der Periodizitét ergeben sich folgende Nebenwerte:

In(z) =In(r)+i(a+27-n)

A
z
r
In(z)
» Re
%(_J
In(r)
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Kosinus emner komplexen Zahl

cos(z) =cos(x+1iy)

Additionstheorem  €OS(X +iy) = cos(x) cos(iy) —sin(x) sin(iy)

cos(iy) ?
sin(1y) ?
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Hyperbolicus-Funkti cos(1y) 7
YPErooliicus-run fionen oo
sin(1y) ?

1 -X
—» cosh(x) = E(ex +e ) >  sinh(x) :%(ex B e—x)

e™ = cos(x)+isin(x) e™ = cos(x) +isin(x)

e ™™ = cos(x) —isin(x) e ™ = cos(x) —isin(x)
(eix + e_ix) = cos(x) +isin(x) + cos(x) —isin(x) (€™ —e™™) = cos(x) +isin(x) — cos(x) +isin(x)
cos(x)+isin(x)+ cos(x)—isin(x) =2cos(x) cos(x)+isin(x)—cos(x) +isin(x) = 2isin(x)

2cos(x) =™ +e ™ 2isin(x) =™ —e ™™

2 COS(iX) = eiix + e_iix 2i Sil’l(ix) _ eiix _ e—iix

2cos(ix)=e " +e* 2isin(ix)=e " —e*

—— cos(ix) = %(ex +e " ) L —isin(ix) = %(ex — e_x)

cos(ix) = cosh(x) —isin(ix) = sinh(x)
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Kosinus emner komplexen Zahl
2. Versuch

cos(z) = cos(x+1iy)
Additionstheorem  COS(X + i) = cos(x) cos(iy) —sin(x) sin(iy)

cos(x +iy) =cos(x)cosh(y)— sin(x)[— i sinh( y)]

cos(z) = cos(x) cosh(y)+isin(x)sinh(y)

Sinus einer komplexen Zahl

sin(z) = sin(x +1y)
Additionstheorem  SIn(x +7y) = sin(x) cos(iy) + cos(x) sin(iy)

sin(x +iy) = sin(x) cosh(y) + cos(x)[— i sinh( y)]

sin(z) = sin(x) cosh(y) —i cos(x)sinh(y)

cos(iy)=cosh(y)!
sin(1y)=-isinh(y)!
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Anwendungen

Zeigerdiagramm — Veranschaulichung von Schwingungen

Die Projektion eines Zeigers der mit der Frequenz wt auf der Gauss-Ebene rotiert
auf die imaginédre Achse ist die reelle Sinusschwingung

|:{1 |m.n .nlm
P TN
i Y [ wl
Fe

— ’ \"‘"-\— 1 U‘x
= 2
E - I y
N [ - Re 1/9@
o|  lz%cos(® -

TC_

ETE-\

ot




Institut fur Physikalische Chemie I I-lEIH!E:;CH:{[HNE

_ ~ UNIVERSITAT
ektroskopie Prof. Dr. Bettermann DUSSELDORF

Komplexe Darstellung einer harm. Schwingung u

2l

Gleichung einer harm. Schwingung (reell)

y(t) = A-sin(wt + @)
[
iecos(®) Re

o | |z|*sin(p)

y(t) = A[cos(a)t + @) +isin(wt + (p)]

y(t):A.ei(a)H(p) :A.eiqo.eia)t

T

Nicht abhédngig von t also const.

y(t)=A4-e'"

Allgemeine komplexe Darstellung einer zeitabhdngigen Schwingung
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Wechselstromwiderstand

U(t) —u- ej(a)”%) I(f) —. ej(a)H‘(Di)

o ue! e (zjej«om,-)
l‘ . ej(a)t+¢i) l

R = (zj cos(p, —@;)+ l(ﬁj sin(@, —¢;)

l l

J \ J
Y

e
Wirkwiderstand Scheinwiderstand

\— _/
Y

Impedanz
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Kondensator im Wechselstromkreis

d Im
. _ C A
I = E u Phasenwinkel -90°
o= Ly o)
. ot _ jot
i-e _CE u-e > > Re
1 i
. T acy

Am Kondensator eilt der Strom vor
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Spule 1m Wechselstromkreis

d .
u=L—Ii
dt 1
Arn Phasenwinkel 90°
. d .
u-ejwt:L—(i-eJa’t) joL 4
dt

) > » Re

u-e!” =L jo-i-e’/”

—

(ot
e’

u_L-jo-u

: ot
I u-e’
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Mandelbrotmengen
(Benoit Mandelbrot)
Zn+l =2 n2 +c

Imjc]

Rejc]
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