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verteilung der Population zur Zeit ¢ vorwirts in der Zeit. Der Typraum E darf dabei ein
beliebiger kompakter Raum sein. Der Fleming-Viot-Prozess ist ein mawertiger Prozess,
das heiBt F; : Q — .#,(E), wobei .#,(E) die Menge der Wahrscheinlichkeitsmafe auf
E bezeichnet. Die Dualitit zwischen Wright-Fisher-Diffusion X = (X;),., und dem im
Abschnitt iiber Vorfahren eingefiihrten Todesprozess D = (D, ),~, findet hier ihre entspre-
chende Verallgemeinerung. Es stellt sich ndmlich heraus, dass der Fleming-Viot-Prozess
F = (F;),»( dual zum Kingman-Coalescent IT = (IT,),-, ist.

Allgemeiner ldsst sich zu jedem Maf} Z auf dem unendlichen Simplex A ein mawertiger
Prozess F = (F;),~, konstruieren, dessen Generator L fiir geeignete Testfunktionen G :
A\ (E) — R die Gestalt

LG(n) = \>\mz AQE|?:t+M§mﬁ|Q€vvtz€xv$

hat, mit stetiger Interpretation fiir « — 0. Die Klasse der Testfunktionen ist hinreichend
groB3, so dass dadurch eindeutig ein malwertiger Prozess, der so genannte Z-Fleming-Viot-
Prozess, definiert ist. Ist & das Dirac-Mal in 0, so ergibt sich der klassische Fleming-Viot-
Prozess. In Verallgemeinerung zu der zuvor erwéhnten Dualitit zwischen dem klassischen
Fleming-Viot-Prozess und dem Kingman-Coalescent ist der E-Fleming-Viot-Prozess F' =
(F);>o dual zum Z-Coalescent IT = (II,),-, mit simultanen multiplen Kollisionen. Ge-
nauer gesagt gilt

NQ&:Q&“MV tﬂo Htv = mntsmtabszb_bsza = mv

fiir beliebige Zeiten r > 0, fiir jedes Wahrscheinlichkeitsmal p € ., (E), fiir jedes n € N
und fiir jede Partition § € &7,. Die Dualititsfunktion H, : .#,(E) x &, — R ist dabei
gegeben durch
. b k
) = [ () pldx,),

wobei k|, ....k, die GroBen der Blocke der Partition & sind. Nicht zuletzt wegen die-
ser Dualitédtseigenschaft stehen Fleming-Viot-Prozesse und andere verwandte maf3wertige
Prozesse daher im Interesse der aktuellen Forschung.
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samtpopulationsgrofe in natiirlicher Weise als universaler Grenzprozess auf. Dariiber hin-
aus wurde und wird die Theorie zum Coalescent kontinuierlich auf komplexere und so-
mit realitdtsndhere Populationsmodelle ausgeweitet. Dazu gehoren beispielsweise struk-
turierte wov:_maosn:,ww Coalescent-Prozesse mit Rekombination?? und Selektion?* sowie
Coalescent-Prozesse fiir diploide und zweigeschlechtliche Populationsmodelle.?

Coalescent-Prozesse mit simultanen multiplen Kollisionen

Neuere Forschungen auf dem Gebiet der austauschbaren haploiden Populationsmodelle
haben ergeben, dass neben dem Kingman-Coalescent, der nur bindre Verschmelzungen
von Vorfahrenslinien erlaubt, eine ganze Klasse weiterer Coalescent-Prozesse von zentra-
ler Bedeutung ist, die multiple und sogar simultan mehrere multiple Verschmelzungen von
Vorfahrenslinien zulassen. Diese Prozesse treten mit wachsender Gesamtpopulationsgrofie
als Grenzprozesse in austauschbaren Populationsmodellen mit grolen Familiengrofien auf,
das heif3t in Modellen, in denen einzelne Individuen ab und zu sehr viele (in der Grofen-
ordnung der Gesamtpopulation) Nachkommen zeugen konnen. Coalescent-Prozesse mit
multiplen Kollisionen wurden unabhiingig von Pitman2° und Sagitov?’ eingefiihrt. Diese
Prozesse konnen durch ein endliches MaBl A auf dem Einheitsintervall charakterisiert wer-
den. Sie werden daher auch A-Coalescents genannt. Befindet sich der Prozess in einer
Partition mit b Blocken, so tritt eine Kollision (Verschmelzung) von k Vorfahrenslinien
mit Rate

1 H\. k=21 _ bk A(d
bk _o:x (1-x) (dx)

auf. Fiir A = &, (Dirac-Maf im Punkt 0) ergibt sich der Kingman-Coalescent. Im Fall A =
9 (Dirac-Maf} im Punkt 1) spricht man vom sternférmigen Coalescent. Ist A die Gleich-
verteilung (Lebesgue-Mal}) auf dem Einheitsintervall, so spricht man vom Bolthausen-
Sznitman-Coalescent.?8

Kurz darauf wurden alle moglichen Coalescent-Prozesse von Mohle und Sagitov?® und
Schweinsberg klassifiziert. Diese erlauben zur gleichen Zeit gleich mehrere multiple
Verschmelzungen von Vorfahrenslinien. Die Beschreibung dieser Prozesse erfolgt wieder
mit Hilfe der infinitesimalen Raten, das heifit durch Angabe des Generators (Erzeugers).
Wiihrend die Klassifikation nach Mohle und Sagitov mit Hilfe einer konsistenten Folge
endlicher symmetrischer Mafle A|,A,,... erfolgt, wobei A y ein Mall auf dem endlichen
Simplex A; := {(uy,...,u;) € [0, 107wy + - +u; < 1} ist, charakterisiert Schweinsberg
diese Prozesse alternativ mit Hilfe eines einzigen Mafles E auf dem unendlichen Sim-
plex A == {(uy,uy,...) 1 u; > u, >--->0,%,u; < 1}. Man spricht daher auch vom E-

22 Vgl. Wilkinson-Herbots (1998).

23 Vgl. Hudson und Kaplan (1985).

24 Vgl. Krone und Neuhauser (1997) sowie Neuhauser und Krone (1997).
25 Vgl. Mohle und Sagitov (2003).

26 Vgl. Pitman (1999).

27 Vgl. Sagitov (1999).

28 Vgl. Bolthausen und Sznitman (1998).

29 Vgl. Méhle und Sagitov (2001).

30vgl. Schweinsberg (2000).
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gegen einen zeitkontinuierlichen Markoffschen Todesprozess (D, ), mit Zustandsraum
{1,...,n} und infinitesimalen Raten d, = k(k — 1)/2. Diese Vorfahrensprozesse haben 1
als absorbierenden Zustand, das heifit, nach hinreichend langer Zeit in die Vergangenheit
ist man beim gemeinsamen Vorfahr angelangt — ein Phdnomen, das typisch fiir einge-
schlechtliche Populationen ist.

Auch dieses Konvergenzresultat ldsst sich auf allgemeinere austauschbare Populations-
modelle erweitern, wobei dann als Zeitskalierung wieder die effektive Populationsgrof3e
ins Spiel kommt.® Dass diese Zeitskalierung identisch mit derjenigen ist, die schon im
Zusammenhang mit den Nachkommen auftauchte, ist kein Zufall. Es besteht ein enger
Zusammenhang zwischen Nachkommen und Vorfahren, auf den nun genauer eingegangen
wird.

Dualitit

Das Prinzip der Dualitit taucht in vielen Bereichen der Lebenswissenschaften auf und
stellt eine Verallgemeinerung des Begriffes der (zeitlichen) Reversibilitidt dar. Es wird
unter anderem in der Physik der interagierenden Hnmoro:wv\waa% als Analysewerkzeug
verwendet. Im Allgemeinen stellt die Dualitéit einen Zusammenhang zwischen zwei Mar-
koffschen Prozessen dar, im Kontext der Mathematischen Populationsgenetik ist dies ein
Zusammenhang zwischen Nachkommen und Vorfahren.'? Fiir die zuvor betrachteten zeit-
kontinuierlichen Prozesse X = (X,),.., (Nachkommen) und D = (D), (Vorfahren) ldsst
sich zeigen, dass E(X"|X, = x) = E(x|D, = n) fiir beliebige Zeiten ¢ > 0, n € N und
0 < x < 1. Mathematisch stellt dies einen Bezug zwischen den Momenten von X; und
der erzeugenden Funktion von D, dar. Die in der Dualititsgleichung auftretende Funktion
H(x,n) = x" wird Dualitiitsfunktion genannt. Ist die (oder eine) Dualititsfunktion — wie in
dem hier betrachteten Fall — bekannt, so hat dies die Konsequenz, dass die wahrschein-
lichkeitstheoretische Struktur des einen Prozesses durch diejenige des anderen Prozesses
bereits eindeutig bestimmt ist. Nachkommen und Vorfahren stehen also in einem engen
Bezug zueinander, der durch den Begriff der Dualitdt mathematisch prizisiert wird. Es
gibt wesentlich komplexere Formen der Dualitit. So sind etwa die Fleming-Viot-Prozesse
dual zu den Coalescent-Prozessen. Wir werden darauf spiter genauer eingehen.

Kingman-Coalescent

In vielen Fillen ist man nicht nur an Anzahlen von Vorfahren interessiert, sondern man
mochte vielmehr die Genealogie (Stammbaum) von n Individuen verstehen. Der Kingman-
Coalescent (lateinisch: coalescere = verschmelzen, vereinigen, sich verbinden) ist ein sto-
chastischer Prozess, der diese Verwandtschaftsstruktur in robuster Weise beschreibt. Er ist
zu einem wichtigen Werkzeug der Mathematischen Populationsgenetik geworden. Wie zu-
vor entspricht eine Zeiteinheit im Coalescent-Prozess N Generationen im Wright-Fisher-
Modell. Mathematisch ist der Kingman-Coalescent ein zeitkontinuierlicher Markoffscher
Prozess IT = (I1,),-, mit bindren Verschmelzungen von Vorfahrenslinien. Der Zustands-

8 Vgl. Méhle (2001).
9 Vgl. Liggett (1985: 84, Definition 3.1).
10vgl. Mohle (1999).
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Mathematisch ldsst sich zeigen, dass der Prozess X, := sz?vv\mzo eine Markoffsche
Kette und ein Martingal ist. Falls sich der Prozess zur Zeit r im Zustand i befindet, so
bewegt er sich im niichsten Schritt in den Zustand j mit Ubergangswahrscheinlichkeit
. . N i/ i \N-J
PO+ =Xy =0) = (D) () (1-5)

Der Prozess X,; wird Nachkommensprozess genannt. In Anwendungen (Biologie, Medi-
zin) werden oft grof3e Populationen, etwa Zellkulturen, betrachtet, das heif3t, man ist daran
interessiert, wie der Prozess X fiir grole Gesamtpopulationsgrofle N aussieht. Dazu geht
man wie folgt vor: Da der Prozess X, mit wachsendem N immer groere Werte anneh-
men kann, betrachtet man zunichst relative Anzahlen X, (r)/N von Nachkommen, um
die Anzahlen auf Werte zwischen 0 und 1 zu normieren. Die zweite und wesentlichere
Idee ist, N Generationen in einem Zeitschritt zusammenzufassen; das heifit, man misst die
Zeit in Einheiten von r = [tN] Generationen, wobei [tN] der ganzzahlige Teil der reellen
Zahl tN und 7 eine beliebige reelle nichtnegative Zahl ist. Mathematisch ldsst sich fiir das
Wright-Fisher-Modell folgendes Konvergenzresultat herleiten. Falls X, (0) /N mit wach-
sender Gesamtpopulationsgréfe N in Verteilung gegen eine Grenzvariable X, konvergiert,
so konvergiert der normierte und zeitskalierte Nachkommensprozess (X, ([Nt]) /N),~ mit
wachsendem N in Verteilung gegen einen zeitkontinuierlichen Prozess X = (X;),~, die so
genannte Wright-Fisher-Diffusion.

Konvergenzresultate dieser Art laufen in der Stochastik unter dem Begriff Diffusions-
approximation. Fiir die Anwendung hat dies die Konsequenz, dass sich die Nachkommen-
schaft hinreichend gut mit Hilfe der Wright-Fisher-Diffusion approximieren ldsst, sofern
die Gesamtpopulationsgrofe gentigend grof3 ist. Die Wright-Fisher-Diffusion kann funk-
tionalanalytisch durch ihren Generator Af(x) = x(1 —x)f"(x), f € C([0,1]), beschrie-
ben werden oder durch die stochastische Differentialgleichung dX, = /X, (1 —X,)dB;,
wobei B = (B,), eine Standard Brownsche Bewegung ist. Das Konvergenzresultat ldsst
sich auf austauschbare Populationsmodelle verallgemeinern. Die Zeit ist dann in Einheiten
der effektiven PopulationsgroBe N, = [1/cy] zu skalieren,* wobei

1 N E(v()(v() 1)) Var(v(")
NS S D0 1)) = 2 Bl
v = ywon BP0 1) 2\_ 2\_

die so genannte Verschmelzungswahrscheinlichkeit ist, das heifit die Wahrscheinlichkeit,
dass zwei zufillig aus aus einer Generation ausgewdhlte Individuen einen gemeinsamen
Vorfahr haben. Im Wright-Fisher-Modell stimmt die effektive Populationsgrofie N, mit
der tatsdchlichen Populationsgrofie N iiberein — ein weiterer Grund, weshalb das Wright-
Fisher-Modell oft als Referenzmodell herangezogen wird. Im Moran-Modell ist die ef-
fektive PopulationsgroRe N, = [N(N — 1)/2] deutlich groBer als die tatséichliche Popula-
tionsgroBe. Dies ist auch qualitativ klar, denn pro Generation tut sich aus der Sicht der
Evolution im Moran-Modell relativ wenig im Vergleich zum Wright-Fisher-Modell.

4 Vgl. Mohle (2001).
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Einfiihrung

Mathematische Populationsgenetik ist ein Teilgebiet der Mathematik mit interdiszipli-
nidrem Bezug zu den Lebenswissenschaften, insbesondere im Bereich der Biologie und der
Informatik. Ein wesentliches Ziel der Mathematischen Populationsgenetik ist die Entwick-
lung mathematischer Modelle zur Beschreibung und Analyse der zeitlichen Entwicklung
von Populationen. Aus der Mathematik tragen insbesondere die Analysis, die Kombina-
torik und die Stochastik zur Entwicklung dieses Gebietes bei. Auf der Seite der Biologie
sind vor allem Evolution und Genetik die treibenden Teilbereiche. In der Informatik sind
es die Bereiche Datenbanken und Algorithmen, die das Gebiet prigen.

Typische einfache Beispiele fiir Modelle der Mathematischen Populationsgenetik sind
das exponentielle Wachstum einer Population (beschrieben durch eine deterministische
Differentialgleichung der Form N'(¢) = ¢N(t)) oder das Hardy-Weinberg-Gesetz fiir die
Stabilisierung von Genotyp-Frequenzen, aber auch einfache stochastische Gesetze, etwa
die Mendelschen Vererbungsregeln. Einen guten Einblick in die Mathematische Popula-
tionsgenetik gibt das Buch von Ewens.! Es schligt in beeindruckender Weise die Briicke
zwischen Biologie und Mathematik.

Ein wichtiges Teilgebiet der Mathematischen Populationsgenetik beschiftigt sich mit
der Beschreibung und Analyse von Populationen hinsichtlich ihrer Nachkommens- und
Vorfahrensstruktur. Von grundlegender Bedeutung ist in diesem Zusammenhang das
Wright-Fisher-Modell, auf das nun ndher eingegangen wird.

Das Wright-Fisher-Modell

Das nach den Genetikern Ronald Aylmer Fisher?> und Sewall Wright® benannte Wright-
Fisher-Modell ist eines der klassischen Populationsmodelle der Mathematischen Populati-
onsgenetik. Es wird oft als Referenzmodell (Nullmodell, Vergleichsmodell) verwendet und
modelliert die zufillige Reproduktion ohne Mutation und Selektion einer eingeschlechtli-
chen (haploiden) endlichen Population von N € N:= {1,2,...} Individuen. Es wird davon
ausgegangen, dass sich die Population in diskreten Generationen fortpflanzt. Die Indivi-
duen einer jeden Generation werden zufillig von 1 bis N nummeriert. Jedes Individuum

' Vgl. Ewens (2004).
2 Vgl. Wright (1969).
3 Vgl. Fisher (1958).



